§7. Pricka mimobézek

Def.:  Necht' p,g jsou 2 mimobézné piimky. Pfimka r, ktera je riznobéZna s obéma
piimkami p,q, se nazyva pficka mimobézek p,q.

v

Pozn.:  Necht' p(A,u), g(B,V) jsou ptimky. Pak pro ptficku mimobézek r(Q,w) plati:
w0 (i, 7, AB) .

A) Nalezeni pficky r mimobéZek p, g, ktera je rovnobézna s vektorem w

Déano: p(A,u), q(B,v), w# 0.
Rozbor: 1) wl(u,v) = 0 reseni
2) wl{u,v) = 1 rFeseni

P=A+klh — ~ ~
=>PO=Q0-P=B+l-A-ku

Q=B+

P—Q=va

=B+l —-A-kiu=xw

AB = xiv + kii = [v

-3 rovnice o 3 nezndmych x,k,!/ .

B) Nalezeni pficky » mimobéZek p, g, ktera prochazi bodem M:
Dano: p(A,u), q(B,v),bod M
Rozbor: 1) M U p L M U g = nekonecné mnoho reSeni

2) MUpLMUg= a) jedna pifimka je rovnob€Zna s rovinou, ktera je
dana druhou pifimkou a bodem M
= 0 reSent
b) jedna ptfimka neni rovnob&Zna s rovinou, kterd je
dana druhou pfimkou a bodem M
= 1 FeSeni



P=A+klu

O0=B+IF
MP=xMQ= P-M =x[Q-M)
A+kldi—-M =xUB+IG-M)

MA+ ki = x ({MB +1 3)
MA=xMB+x0F -k G
—kDTt+m|]7+xU\TB:m,kde m=xll
= 3 rovnice o 3 neznamych k,m,x

C) Nalezeni osy 0 mimobézek p, g:

Def.:  Necht' p,g jsou mimobézné piimky. Pak pficka mimobéZek o, ktera je kolma
k ptimkam p i ¢, se nazyva osa mimobézek p,q.




Def.:

Pozn.:

Pozn.:

§8. Vzdalenost

Necht’ 4,801 E; jsou 2 podprostory Euklidovského vektorového prostoru.
Vzdalenosti podprostort 4,8 nazyvame neziporné realné ¢islo p(_4,8) definované
takto: 0(4,8) =min{|AB|: ADA, BO®}, kde|AB| je délka dsecky AB.

Jiné zavedeni vzdalenosti podprostorii:

Necht M [0 R je mnozina. Pak ¢islo i [J R nazyvame infimem mnozZiny M , je-li
nejveétsi dolni zdvorou mnoZiny M |, tj. jestliZe plati:

1.UmOM :i<m

2.0r0R:OmIM :r<m=i=2r

Plati: Kazda neprazdna zdola omezena mnoZina redlnych ¢isel ma infimum.

Necht’ 4,801 E, jsou 2 podprostory Euklidovského vektorového prostoru a necht’
D= {|AB| : AU A, BO®}. Pak vzdélenosti podprostort 4,8 nazyvame infimum

mnoZiny D .
Plati: M4a-1i mnoZina D nejmensi prvek n, pak tento prvek je infimum
= n= p(A4,8).

Jestlize 4,8 maji n&jaky spole¢ny bod, pak po( 4,8) = 0.

A) Vzdélenost 2 bodt v E>, E3

P(A,B) =|AB| =|AB

Necht' Ala,,a,,a,], Blb,,b,,b,] jsou2 body v E, (resp. VE,).

3(2)
Pak plati: o(A, B) =\/(b1 —-a,) +(b,-a,)’ + (b, —a,)’ = /Z(b,. -a)’
i=1

B) Vzdalenost bodu od ptimky v E,

P(A, p) = p(A, A,), kde A, - kolmy primét bodu A na piimku p
prax+by+c=0; [a,b]Z[0;0],7n = (a,b), Ala,,a,]
gUp:ix=a, tta,y=a, +ib
AJla, +t'a,a,+tb]0pngq:
a(a, +t a)+b(a, +t'b)+c=0
t'(a> +b*)=—-aa, —ba, - c
;=29 —ba, —c
a’+b’




P(A, p) = P(A, A,) = |44
AA, = A, —A=(t"a,1'b)

=@+ (b =t |Rla* +b° :Mg/cf + b2
ﬂ a’ +b*

_ |0wt1 +ba, + c|

Na* +b?

Necht' Ala,,a,]UE, jebod, p:ax+by+c=0;[a,b] #[0;0] je ptimka.

|aa1 +ba, + c|

Pak plati: p(A, p) =

C) Vzdalenost bodu od ptimky v E3
P(A, p) = p(A,A)), kde A, - kolmy primét bodu A na piimku p
1. zpisob:

p(P.u), Pp,, p,, ps ], u(u,,u,,u,), Ala,,a,,a,]
Alp, ttu, py+tu,, py+tou]

n=AA =(p,—a +tu, p,—a,*tu,, p;—a,+1 uy)
nOu=nld=0

- 1 rovnice o 1 nezndmé ¢*, po uréeni ¢ urdime A,.

II. zptisob: urceni rovnice roviny o, ktera prochdzi bodem A a je kolma k ptimce p.
I p
4

—_—

L. zpiisob: vyjadfeni |AX

pnp={A}
, kde X je libovolny bod piimky p, jako funkci proménné

t (parametr pifimky) a ur¢eni minima této funkce.



D) Vzdalenost bodu od roviny v E3
P(A,a) = p(A,A,), kde A, je kolmy primét bodu A do roviny .

A

_EAO
a
a:ax+by+cz+d=0; [a,b,c]#[0;0;0], Ala,,a,,a,]

gUa: x=ag +ta
y=a, +tbh
z=a,titc
AJla, +t'a,a,+t'b,a, +t c]0angq:
a(a, +1'a) +b(a, +1'b) +c(a, +te)+d=0
t'(a’> +b* +c*)=-aa, —ba, —ca, —d
aa, +ba, +ca, +d
a’+b* +¢?
PA@) = plA, Ay) = (44,
AA, = A, —A=("a,t’b,t )

AAO :\/(t*a)Z +(t*b)2 +(I*C)2 :‘l‘*‘ m _ |_ aaq, —baz —ca, —d| _

\/a2+b2+cz

=t ==

B |aa1 +ba, +ca, + d|

\/az+bz+c2

Necht' Ala,,a,,a;]jebod; a:ax+by+cz+d =0,[a,b,c] #[0;0;0] je rovina.
|aal +ba, + ca, +d|

Na? +b* +c?

Pak plati: p(A,a) =

E) Vzdalenost dvou rovnobéznych ptimek v E»
P(p,q) = p(A,q); AU p libovolny bod

p:ax+by+c, =0
q:ax+by+c, =0; [a,b]#][0;0]
zvolime Ala,,a,]Up:




)= |aa1 +ba, +c2|

va? +b?

Al p:aa +ba, +c,=0= aa, +ba, =—¢

P(Aq (podle V.8.2.)

|Cz _C1|

= p(p.q) ZW

Necht p:ax+by+c, =0, q:ax+by+c, =0 jsou 2 rizné rovnobézky,
[a,b]#[0;0], ¢, # c, .
o = ¢

a’+b’

Pak plati: o(p,q) =

F) Vzdalenost dvou rovnobéZznych piimek v E3
P(p,q) = p(A,q),kde AU p libovolny bod.
Na piimce p zvolime libovolny bod, dile viz C).

G) Vzdalenost pifimky od roviny s ni rovnobézné v E3
pP(p,a)=p(Aa),kde AU p libovolny bod.
Na pfimce p zvolime libovolny bod, déle viz D).

H) Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin v Es3
p(a,pB)=p(A L), kde AOa libovolny bod.

KA

/ '
Ao

a:ax+by+cz+d =0
Brax+by+cz+d, =0; [a,b,c]#[0;0;0]
Ala,,a,,a,]U0a

3 |aal +ba, + ca, +d2|

p(A,ﬁ) -

Ala:aa, +ba, +ca, +d, =0= aa, +ba, +ca, =—d,
|d2_d1|

a>+b* +¢?

(podle V.8.3.)

= p(a,B) =




Necht a:ax+by+cz+d, =0, f:ax+by+cz+d, =0 jsou 2 rizné rovnobéZné
roviny, [a,b,c] #[0;0;0],d, #d,.
|d2 _d1|

Pak plati: p(a,pf) = .
aZ +b2 +C2

I) Vzdalenost dvou mimobé&znych piimek v E3
P(p.q)=pa.B).kde pOa,qU B allB

I. zpisob: z definice:
p(Au), q(B,V)
Urceni normélového vektoru obou rovin:
N, =ng =uxv =(n,n,,n;)
a:nx+n,ytnz+d =0
L Alla = dosazenim do pfedchozi rovnice ur¢ime d,.
B:nx+n,y+nz+d, =0
C BUO B = dosazenim do ptedchozi rovnice uréime d, , dale viz H)
II. zpGisob: pomoci osy mimobézek:
Necht’ o je osa mimobéZzek p, g.
Urcime priniky o n p ={P},o0n g ={Q}
= p(p.q) = p(P,Q).

§9. Odchylka
Def.:  Necht’ u,v jsou 2 nenulové vektory. Odchylku dvou vektort #,v oznacujeme
@= |D u,v| a definujeme takto:
1. Jeli i =k ,kOR" = |0a,v[=0
2. Je-li i =k, kOR™ =|04,v|=180°

3. Je-li u # k¥ proUkOR —{0} = odchylkou vektoril #,V rozumime
velikost konvexniho uhlu, ktery oba vektory sviraji.

Pozn.: 0° S|Dii,17 <180°

ulv
= arccos———

| 41

Necht #,v jsou 2 nenulové vektory. Pak plati: |D u,v

[Dk. Plyne z definice skal4rniho soucinu]

Pozn.: JestliZe jsou dva podprostory 4, B E; rovnobéZné, jejich odchylka je 0°.



A) Odchylka dvou piimek v

Pozn.:

Necht p,qg jsou 2 riiznobéZné piimky. Odchylka piimek p,q je velikost ostrého
nebo pravého uhlu, ktery sviraji.
0° <|d p,q|<90°

Necht p(A,u), g(B,v) jsou 2 riznobéZné piimky.

2 5
= arccoS———

|

Pak plati: |D p>q

Necht p:ax+by+c=0 ([a,b]#[0;0])

qg:ex+ fy+g=0 (e, f1#1[0;0])
jsou 2 riiznobézné ptimky, a necht’ n ) = (a,b),n , = (e f).
7, &,

i, |

Necht' p(A,u), q:ax+by+c=0,[a,b] #[0;0] jsou 2 riznob&Zné piimKy a necht
n=(a,b).

Pak plati: |D p,q| = arccos

NE

= arcsin—
| 0

Pak plati: |0 p.q

B) Odchylka dvou piimek v E3

Pozn.:

Necht' p,q jsou 2 riznobézné ptimky. Pak jejich odchylka je rovna velikosti ostrého
nebo pravého uhlu, ktery sviraji.
Necht' p,g jsou 2 mimobé&zné ptimky. Pak jejich odchylka je rovna |D r.q

, kde
P'llp.qllgap,qg jsouriznobézky.
0° <|0 p.g|<90°

Necht p(A,u),q(B,Vv) jsou 2 riznob€Zné nebo mimobézné piimky.

a5
= arccoS———

| |

Pak plati: |D p.q

C) Odchylka pfimky od roviny v E3

Pozn.:

Necht p,a jsou pifimka a rovina navzajem riznobézné.
Pak plati: [0 p,a|=|0 p.gl.kdeg=an OB 0a0p 0 L.
0° <|0 p,a|<90°




Necht’ p(A,iZ) jeptimka, a:ax+by+cz+d =0,[a,b,c] #[0;0;0] rovina a necht’

n=(a,b,c).

i

| |

= arcsin

Pak plati: |D D,

D) Odchylka dvou rovin v E3

Pozn.: Necht a,f jsou 2 riznob&Zné roviny.
Pak plati: [Oa, 8 =|0 p.gl.kde pOa,qO B pOr,qOr,rOan .
0°<|0a,B<90°

Necht @ :ax+by+cz+d =0,[a,b,c]#[0;0;0],
Liex+ fy+gz+h=0,[e f,g]#[0;0;0]
jsou 2 roviny. Necht’ n, = (a,b,c), ﬁﬁ =(e,f,8).
, fia i)
Pak plati: |D a, ,8| = arccos———|.
71| [Iﬁﬂ‘




